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Sempre M é uma variedade Riemanniana. Alguns exercicios sao do Lee, do Do Carmo e do Petersen.

1.

10.

Seja F': (M™, g) — (N™, h) uma isometria local, provar que:

(a) Se y(t) é uma geodésica com condicdes iniciais p e v, entdo F'(y(¢)) ¢ uma geodésica com condicoes iniciais F'(p)
e dF,(v).

(b) Temos o seguinte diagrama comutativo (¢ suficientemente pequeno):

B.(0) € T,M ‘2% B.(0) C Ty N

exppl lexpp(p)

B.(p) S M —— B.(F(p)) C N

Isto & expp,y odF), = F oexp,

(c) Sejam F,G € Iso(M) e suponha que existe um ponto p € M tal que F(p) = G(p) e dF, = dG,. Mostre que
F=G

Comentario: a propriedade (b) diz que o mapa exponencial é uma transoformagao natural na teoria de categorias.
Seja {v1,...,v,} € T, M uma base ortonormal. Considere a carta ¢ : B.(0) C R" — M dada por:

O(T15 .. n) = exp,(T101 + .. + TpUp)
(carta exponencial) Mostrar que nesta carta:

(a) gij(0) = &;;
(b) T:(0) =0

© 220) =0

Comentéario: em particular temos a expansao de Taylor. Esta carta é muito util para fazer contas. g¢;;(z) = d;;+0(|z])
Exércicio 7 do capitulo 3 do do Carmo. Esse é outra base 1til para fazer contas

Suponha que M possui duas métricas Riemannianas g, h e suponha que dy(z,y) = dy(z,y) para todo z,y € M.
Mostrar que g = h.

Seja f € C*°(M) tal que grad(f) é unitario. Mostrar que as curvas integrais do gradiente sdo geodésicas.
Exercicio 1 do capitulo 3 do do Carmo

Suponha que M é conexa e que para cada p € M existe F' = F? € Iso(M) tal que F(p) = p e dF, = —Id,,. Mostrar
que para cada p,q € M existe uma isometria T = T?? tal que T(p) = q.

Dizemos que M ¢é isotrépico se para cada p € M e v,w € T, M unitérios, existe um isometria F' = FP**" tal que
F(p) = p e dF,(v) = w. Dizemos que M é k-homogéneo se para duas k-tuplas de pontos de M, p = (p1,...,DPk)
g = (q1,-..,qx) tais que d(p;,p;) = d(gi,q;) para todo i, j, existe uma isometria T" = T?9 tal que T'(p;) = ¢; para
todo 7. Mostrar que 2-homogéneo implica isotrépico.

exercicio 5 do capitulo 3 do do Carmo

exercicio 6 do capitulo 3 do do Carmo



