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Lista 5
|

1. Prove os seguintes items.

(a) Uma colecio de 1-formas &, ...,& € Q'(M), sao pontualmente
linearmente independentes se, e somente se,

SN NE(p) #£0, Vp e M.
(b) Uma funcdo F': M — R"™ é uma submersao se, e somente se,
dfy A=~ Ndfi(p) £ 0, ¥p € M,
onde fi, ..., fr s@o as componentes de F.
2. Seja w € Q?(M) uma 2-forma nao degenerada, ou seja, tal que o mapa
wg: T,M — T,M*, v wy(v,-)
¢ isomorfimo para todo p € M. Prove que:

(a) dim M = 2n, para algum inteiro n.

(b) w™ é uma forma que ndo se anula em nunhum p € M.

3. Seja M™ uma variedade sem bordo compacta, orientével, e w € Q"1(M)
uma (n — 1)—forma. Prove que dw se anula em algum ponto.

4. (a) Seja a = % € QY(R?\ {0}). Prove que «a ¢ fechada mas nao
¢ exata.
(b) Analogamente, seja

w(I) = Z(_l)i+1$id$1 A A @ - Adx, € Qn_l(R”),

=1

Prove que a € Q"1(R"\{0}), dada por a(z) = #w(m), é fechada
mas nao exata.

(c) Calcule a integral de w sobre o Elipsoide
E={zeR"| Y |x/al* =1},

em fungao de ¢, = [y, w.



5. Seja M™ uma variedade diferenciavel e w € QF(M) uma k-forma fe-
chada.

(a) Se S* é o bordo de uma subvariedade compacta B¥*! — M entao

fSk W = 0.
(b) Se B¥! < M ¢ uma subvariedade compacta com 0B = S LIS,

entao
w=— w,
S !

onde consideramos as orientacoes induzidas em S e S’.

(c) Seja n € QF(M) tal que
/nz&
>

para toda subvariedade ¥ C M difeomorfa a S¥. Prove que dn = 0.

6. Uma forma simplética numa variedade M"™ é uma 2-forma fechada e
nao degenerada w € Q%(M) (veja o exercicio 2). Prove que uma forma
simplética numa variedade compacta sem bordo nao pode ser exata.

7. Calcule:

(a) Considere as formas

w = xydr + 3dy — yzdz,

n = xdr — y2*dy + 2xdz
em R?. Verifique diretamente que d(dw) = 0 e d(w A7) = (dw) A
n—wAdn.

(b) Considere a forma

w = zydr + 2zdy — ydz,

em R3. Considere f : R? — R3 dado por f(u,v) = (uv,u?, 3u+v).
Calcule dw e f*w e f*(dw) e d(f*w) diretamente.

8. Seja F': R3 — R3 um campo vetorial diferencidvel.

(a) Demostrar que wh(x)(v) := (F(z),v), define uma 1—forma em R3.
Ache as coordenadas de w}. na base {dz,dy, dz}. Reciprocamente,
se w é uma 1—forma em R3, prove que w determina um tinico
campo G em R? tal que w, = w.



(b) Demostrar que w%(x)(u,v) := (F(z),u x v), define una 2—forma
em R3. Compute as coordenadas na base {dx A dy,dz A dz, dy A
dz}. Reciprocamente, prove que toda 2—forma w define um tnico
campo G em R? tal que wé = w.

(c) Seja f:R3 — R uma fungao suave. Ache a relacao entre

i. df e Vf,
ii. Vx F dwk,
iii. V-F edw? (identificamos Q3(R?) com C*°(R?) usando a base
dx Ndy N dz).

Concluir a partir de dod = 0, as formulas cldssicas: VxV =0
e V-V =0.



