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Submersoes

Problema 1 (Caracterizacao local das submersoes). Seja 7: M — N
um mapa diferenciavel e p € M um ponto fixado. Prove que as seguintes

afirmacoes sao equivalentes.
(a) Dmy: T,M — Ty N é sobrejetivo.

(b) Existem cartas coordenadas ao redor de p € M e w(p) € N, nas quais
7 é uma projecao: R™ x R™™™ — R" (x,y) — z.

(c) Existe uma vizinhanga U C M de m(p) e um mapa diferenciavel o: U —

M tal que 7o o0 = idy (secao local).

Problema 2 (Propriedades tuteis das submersoes sobrejetivas). Seja

7: M — N uma submersao sobrejetiva, entao:

(a) Uma fungdo N — P é diferenciavel se, e somente se, for é diferenciavel:

N

NI _p

(b) Um subconjunto Y C N é fechado se, e somente se, 7= '(Y) C M é
fechado.

(c) Um subconjunto Y C N é uma subvariedade se, e somente se, 71 (Y) C

M ¢é subvariedade (qual sua codimensao?).



Problema 3 (Teorema de Godement)*. Seja M uma variedade e R C
M x M uma relac¢do de equivaléncia. Entao M/R admite uma estrutura de
veriedade diferenciavel tal que 7: M — M /R é uma submersao sobrejetiva

se, e somente se,
e R C M x M é uma subvariedade fechada na topologia produto.
e A projecao no primeiro fator 7 : R — M é uma submersao sobrejetiva.

Além disso, a estrutura diferenciavel em M /R é tinica com essa propriedade.

Problema 4 (Produto Fibrado). Seja m: M — N uma submerséao e
f: P — N um mapa diferenciavel:

f

M
P—P
Prove que o produto fibrado

Py M= {(p,m) € P x M | f(p) = n(m)}

é uma subvariedade de P x M.

Transversalidade

Problema 5 (Transversalidade). Uma fungao f: M — N ¢ dita trans-

versal a uma subvariedade S C N se
Dfp(TpM) + Tf(p)s = Ty M,

para todo p € f~1(S). Escreve-se f h S.
Prove que se f: M — N é diferenciavel e f M S, para uma subvariedade
S C N, entao f~1(S) C M é uma subvariedade. Qual sua codimensao?

Problema 6 (Produto fibrado geral). Dizemos que dois mapas f: M —
N e g: P — N sao transversais se

D fi(TM) + Dgp(T, P) = Tym)N,



para todo m € M e p € P com f(m) = g(p). Escreve-se f rh g.
Prove que se f h g, entao o produto fibrado

Py xy M :={(p,m) € Px M| g(p) = f(m)}

é uma subvariedade de P x M.

Fibrados vetoriais

Problema 7 (Fibrados vetoriais). Seja m: £ — M uma submersao so-

brejetiva com uma colecao de mapas

Y

+p 7 (p) x N (p) = 7 H(p)
p i Rx 7 p) = 7 (p)

tais que (77'(p),+p,p) € espago vetorial para cada p € M. Prove que
(E, M, m,+,-) é um fibrado vetorial (locamente trivial) se, e somente se,

+:Exy b —FE
R XxE—=FE

sao mapas diferenciaveis (lembre da definigao de produto fibrado no Problema
4).

Problema 8 (Pullback de fibrados). Seja (E, M, 7, +,-) um fibrado ve-
torial e f: N — M um mapa diferenciavel. Prove que f*FE := N Xy E
herda uma estrutura de fibrado vetorial sobre N. Chamamos esta estrutura
de pullback f*(E, M, 7, +,").

Problema 9 (Restri¢ao). Seja (F, M, w, +, ) um fibrado vetorial e i: N «—
M um mergulho. Prove que a restrigdo E|y e o pullback ¢*F sdo fibrados

isomorfos.

Problema 10 (Modulo das segoes)*. Mddulos sobre anéis sao a generali-
zagao Obvia de espagos vetoriais sobre corpos. Seja (E, M, 7, +,-) um fibrado

vetorial. Prove que o espaco das secoes

['(E)={c: M — E, C°| moo =idy},



¢ um modulo sobre o anel das fungoes diferenciaveis C(M).
Se E; e E5 sao fibrados sobre M isomorfos, prove que I'(E}) e I'(E2) s@o
isomorfos como modulos sobre C*°(M). A reciproca é verdadeira?

Problema 11 (Segoes do pullback). Seja (F, M, w,+,-) um fibrado ve-
torial e f: N — M um mapa diferenciavel. Prove que o espaco das secoes
de E sobre f

I'y(E)={c: N=>EC®| oo = f}

¢ um modulo sobre C*°(N) isomorfo ao modulo das se¢oes do pullback
L(fE).

Extra

Problema 12 (Generalizagao do TFI). Seja f: M — N uma fungao
diferenciavel e K C M uma subvariedade compacta tal que f|x é injetiva.

Suponha que para todo =z € K,
nggi TIM — Tf(x)N

é um isomorfismo. Prove que f mapeia uma vizinhanca aberta de K em M

difeomorficamente numa vizinhanga aberta de f(K) em N.

Problema 13 (Exemplos). Dé exemplos:
(a) Uma imersdo injetiva que nao seja mergulho R? < R3.
(b) Uma submersao sobrejetiva S* — S2.
(c) Um mergulho RP? — R*.

(d) Um difeomorfismo S? — CP*.



