ANALISE EM VARIEDADES - AGOSTO/NOVEMBRO 2014

LisTA 6

1. Prove que a integragdo de formas numa variedade diferencidvel orientada M verifica as se-
guintes propriedades:

(a) Se denotamos por —M & variedade com a orientagdo oposta, entao fM w=— f_M w.

b aw; +bwy =a w1 +b wso, onde a,b € R.
M M M
¢) Se w é uma n-forma continua e nao negativa entao w > 0 e a igualdade se verifica
M
s6 se w = 0.

(d) Se f : M — N é um difeomorfismo entre variedades conexas orientadas e w é uma
forma integravel em N, entdo [, f*w =+ [ w, onde o sinal depende de f preservar o
inverter a orientacao.

2. Sejam «a, 8 formas fechadas em M. Prove que aA S é também fechada e que se adicionalmente
uma é exata entao a A 8 é exata.

3. Seja M™ uma variedade suave com bordo.

(a) Prove que OM tem estrutura de variedade sem bordo, por restricdo do atlas de M.

(b) Se M é orientavel prove que M herda uma orientacdo compativel, induzida por uma
campo nao nulo ao longo do bordo apontando para dentro de M.

4. Seja A™ C R"*! subvariedade mergulhada tal que existe X € X4(R"*!) um campo vetorial
ao longo de A, ndo nulo, e tal que X, ¢ T,A, Vp € A. Prove que A herda uma forma de
orientagao (canonica a menos dum sinal) por contragio da forma de orientagao usual de R™+!
com a orto-normalizacao do campo anterior.

5. Seja T? = {(z1,72,y1,y2) € R* : 23 +23 =1, y} +y3 = 1} o toro com a forma de orientagio
induzida como produto de S* ¢ R2.
Considere a forma ambiente 1 = x1y1drs A dys € Q?(R?) restrita a T2 e calcule a integral

i

6. Dizemos que um subconjunto duma variedade n-dimensional suave orientavel Z C M™ tem
medida nula, |Z] = 0, se quando intersecado com cada aberto coordenado (U, ¢), a imagem
o(UN Z) C R" tem medida nulo no com a métrica usual.

Prove que a integral de uma forma com suporte compacto w € Q7 (M) é a mesma se tirarmos
um conjunto Z fechado de medida nula,

/ w:/ w,
M M\Z

7. Considere ¥ C M uma curva C' parametrizada por T : [a,b] — M, e w € Q'(M) uma
1-forma diferenciavel. Definimos a integral de linea de w ao longo de C por fc w = f; I'*(w).

(a) Prove que a definicdo independe da parametrizacdo escolhida (sempre que percorrida
no mesmo sentido).

(b) Se w = df com f e C>(M), ey va do ponto p ao ponto g prove que [, w = f(q) — f(p)-
Conclua que fC w independe da curva se a forma é exata.
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8. Considere a € QF(M¥), B € Q*(N™), top-formas com suporte compacto em respetivas

variedades orientadas. Prove:
/ alhfp= / . / B8
MxN M N

Comente orientagoes e os abusos notacionais envolvidos.
9. Seja M uma variedade.

(a) Prove que duas formas 6,6 € Q¥(M) coincidem 6§ = 6, se e s6 se verificamos

fe= )7

para cada o : S — M subvariedade compacta, orientada e de dimensao k.

(b) Seja w € QF1(M). Provar que existe uma tnica § € Q¥(M) tal que para toda N C M
subvariedade orientével compacta, com borde e de dimensao k vale

foo=fe

10. Seja M™ compacta e conexa, sem bordo, e seja w € Q"(M) uma top-forma que ndo se anula.
Provar que w nao é exata.

11. (a) Seja a = ljglgg’“ € Q' (R?\ {0}). Prove que « é fechada mas néo exata.

(b) Analogamente, seja w(z) = Y o<, (=1)" @i dzo A-- Adzi A Adz, € Q(R™). Prove
que a € Q(R™ \ {0}), dada por a(z) = =mw(r), é fechada mas nio exata.

(IR

(c) Compute a integral de w sobre o elipsoide E = {z € R" : Y. |z;/a;|> = 1} em funcio
de [, w.

12. Seja M™ uma variedade diferenciavel e seja w € Q¥(M) uma forma fechada.
(a) Se S*¥ & uma subvariedade sem bordo, orientada, de dimensédo k tal que S = OW para
alguma subvariedade compacta W C M, entdo |, gw=0.

(b) Se W & subvariedade compacta orientada de dimensdo k+ 1 com bordo OW = SUT onde
S e T sao subvariedades de dimensao k com a orientacao induzida, entao fs w=- fT w.

(c) Se w € Q"(M™) é uma forma de orientacdo, e M™ compacta, ela é fechada mas nio
exata.

13. Demostre que toda 1-forma de S? fechada é exata.

14. Prove que o toro T2 nio é difeomorfo & esfera S2.
Dica: Construir uma 1-forma em T2 fechada que nio seja exata.
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Extras

15. Seja F : R? = R3 um campo vetorial diferenciavel.

(a) Demostrar que wh(z)(v) := (F(x),v) define uma 1-forma em R*. Ache as coordenadas
de wl na base {dr,dy, dz}. Reciprocamente, se w é uma 1-forma em R?, prove que w
determina um tinico campo G em R3 tal que wg; =w.

(b) Demostrar que w(x)(u,v) := (F(x),u x v) define una 2-forma em R3. Compute as
coordenadas na base {dxAdy, dzAdx,dyAdz}. Reciprocamente, prove que toda 2-forma
w define um tnico campo G em R3 tal que w? = w.

(c) Seja f:R3 — R uma funcao suave. Ache a relacio entre

i.df yVf,
iV x Fydob,
iii. V-Fy dw? (identificamos Q3(R?) ~ C>°(R?) usando a base dx A dy A dz).

Concluir a partir de d o d = 0, as formulas classicas: VxV=0eV -V =0.
16. Seja V um R-espago vetorial com produto interno, orientado, de dimensao n.
(a) Verifique que para cada k podemos definir um produto interno em A*(V) dado por
(Aivi, Ajw;) = det ((vi, wj)i5) -

(b) Seja (vi)o<i<k € V¥ uma k-upla de vetores tangentes. Entdo existe um tinico z € A" ¥V
(o produto vectorial dos v;) tal que para cada (w;)g<i<n € V" ~F se verifica

<zawk‘ AREE /\wn71> :w(”o;'°'7/Uk717wk7"'7wn71)7

aonde w é a forma de volume orientado do espago V.
Prove que o produto vetorial define uma funcio linear A¥V — A”~*V | ou seja, um
elemento P € AFV* @ AP 7RV,

(c) No caso k =n —1, escrever a P em termos duma base ortonormal (e;)o<i<n € sua base
dual (e7)o<j<n,

(d) Demostre que se V' = T,,M é o espaco tangente a uma variedade riemanniana orientada,
e Sk & uma subvariedade orientada de dimensao k com forma de volume w, entdo para
cada k-upla de vectores (v;); € (T,5)* temos:

lw( vy )| = Av AL
Se k =n — 1, prove que o vetor normal orientado em p esta dado por
N, =P(v1,...,0n-1),
onde v1,...,v,—1 € uma base ortonormal orientada de 7,S5.
17. Prove os teoremas classicos da anélise integral.

(a) Teorema de Green:
Sejam F, F» funcoes suaves definidas num dominio D C R? com bordo dado por uma
curva fechada suave (por partes) 0D = C'. Verifique:

/Fldac—i-ngy://(aFg/ax—ﬁFl/ay)dx.dy
C D

Comprove que com as notagoes indicadas a orientagdo da curva C' deve ser tomada em
sentido anti-horario.
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18.

(b) Teorema de Stokes:
Seja F' um campo vetorial suave em R?, e D um dominio como no ponto anterior, dentro
de uma superficie do espaco euclideo, D C ¥? C R3. Verifique:

[[oee- ]

D2 oD?

Qual é a relacdo entre a orientacdo de D? e a do seu bordo?

(¢) Teorema de Gauss (da divergéncia):
Seja F' um campo vetorial suave em R?, e Q C R3 um dominio compacto com bordo
suave (por partes) com normal exterior 1 : & — R3. Temos a seguinte igualdade:

/é/V.F/aQ/F.,,

Sugestao de leitura: Recomendo a introducdo ao texto “From Calculus to Cohomology”
de I. Madsen e J. Tornehave.

(Arquimedes, circa -250) Seja M = {x € R3 : 75 < 0} o mar. Seja S C M um corpo
mergulhado (subvariedade compacta de dimensao 3, com bordo). Em cada ponto z € 95,
a agua faz uma forca F(z) = kxo - v(x), onde kxy é a pressdo da agua (proporcional a
profundidade z(, com k > 0 constante), e v o vetor tangente a M unitario apontando para
fora de S.

A forga total se computa como Fyg = fas w, onde w(z) = kxgP é uma 2 forma em M com
valores em R? (ou seja, uma 3-upla de elementos de Q?(M)), dada pelo produto vetorial de
R3, P: A2R3 — R3. Prove que

F{)S =k |S| €.



