ANALISE EM VARIEDADES - AGOSTO/NOVEMBRO 2014

ListAa 3

1. Usando o atlas dado pelas projecdes estereogréficas e a identificacio usual R? = C verifique
que S? admite um atlas holomorfo de dimensdo complexa 1 (transi¢oes sdo fungoes holomorfas
definidas em abertos de C).

Prove a existéncia dum difeomorfismo S? = CP!.

2. Considere o conjunto de matrizes {A € R¥*"| posto(A) = k}, k < n, e defina uma relacio
de equivaléncia dada por

A~B < RF.A=R*.BCR".
O espago quociente é o conjunto de k-planos em R™ chamado de Grassmanniana (k,n),
Grg(k,n) = {span < vi,...,vr > | {v;}; linearmente independentes}.

(a) Prove que Grg(k,n) é um espago compacto.

(b) Prove que este espago é uma variedade suave.

(c) Estenda a construcédo a subespagos de dimensao complexa k em C". Qual é a dimensao
real de Gre(k,n) ?

3. Dado um grupo de Lie linear G C GLg(n) (ou GL¢(n)), determine as equagdes lineares que
definem o plano tangente na identidade T4 G para G = SO(n), O(n), SL(n),SU(n), U(n).

4. Dado um polinémio homogéneo P € Ry[Xy, ..., X,], P(t.7o,...,t.7,) = t4.P(xy,...,1,) e
tal que as derivadas parciais 9P/90X; nao se anulam simultaneamente, prove que o subcon-

junto:
{leo: -+ @) € RP"| Plag,--- ,x,) = 0} C RP"

é uma subvariedade regular.

5. Determine quais das equacOes a seguir definem uma subvariedade regular e, caso contrario,
identifique os pontos criticos.

a) y?> = 2* em R?

(a) y ;

(b) * + 32 +23=1, 2 = 2y em R3,
(¢c) zz=yy?> =2*(r+1) em R3.

6. Seja (G, pu,t) um grupo de Lie com a multiplicagdo u : G x G — G e inversa ¢ : G — G,

verifique:
M*(e,e)(Xey Yre) = Xe + Yve
L*(e)(Xe) = —Xe.

7. Prove que todo grupo de Lie é paralelizavel, i.e., seu fibrado tangente é trivial.
TG" 2 G x R".
8. Seja F : R? — R3 o mapa dado por (u,v,w) = F(z,y) = (z,y,zy). Compute F,(d/dz|,),
para p € R?, como combinagio linear de 9/du, 9/0v e /0w em F(p).

9. Seja f : M — N um mapa continuo tal que sua imagem esta contida numa subvariedade
regular S C N. Prove que f é suave respeito do atlas de subvariedade de S se e s6 se f é
suave como mapa em N.



