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Lista 3

1. Usando o atlas dado pelas projeções estereográ�cas e a identi�cação usual R2 ∼= C veri�que
que S2 admite um atlas holomorfo de dimensão complexa 1 (transições são funções holomorfas
de�nidas em abertos de C).
Prove a existência dum difeomor�smo S2 ∼= CP1.

2. Considere o conjunto de matrizes {A ∈ Rk×n| posto(A) = k}, k ≤ n, e de�na uma relação
de equivalência dada por

A ∼ B ⇐⇒ Rk ·A = Rk ·B ⊂ Rn.

O espaço quociente é o conjunto de k-planos em Rn chamado de Grassmanniana (k, n),

GrR(k, n) = {span < v1, . . . , vk > | {vi}i linearmente independentes}.

(a) Prove que GrR(k, n) é um espaço compacto.

(b) Prove que este espaço é uma variedade suave.

(c) Estenda a construção a subespaços de dimensão complexa k em Cn. Qual é a dimensão
real de GrC(k, n) ?

3. Dado um grupo de Lie linear G ⊂ GLR(n) (ou GLC(n)), determine as equações lineares que
de�nem o plano tangente na identidade TIdG para G = SO(n),O(n),SL(n),SU(n),U(n).

4. Dado um polinômio homogêneo P ∈ Rd[X0, . . . , Xn], P (t.xo, . . . , t.xn) = td.P (x1, . . . , xn) e
tal que as derivadas parciais ∂P/∂Xi não se anulam simultaneamente, prove que o subcon-
junto:

{[x0 : · · · : xn] ∈ RPn| P (x0, · · · , xn) = 0} ⊆ RPn

é uma subvariedade regular.

5. Determine quais das equações a seguir de�nem uma subvariedade regular e, caso contrário,
identi�que os pontos críticos.

(a) y2 = x4 em R2,

(b) x3 + y3 + z3 = 1, z = xy em R3,

(c) xz = y y2 = x2(x+ 1) em R3.

6. Seja (G,µ, ι) um grupo de Lie com a multiplicação µ : G × G → G e inversa ι : G → G,
veri�que:

µ∗(e,e)(Xe, Ye) = Xe + Ye
ι∗(e)(Xe) = −Xe.

7. Prove que todo grupo de Lie é paralelizável, i.e., seu �brado tangente é trivial.

TGn ∼= G× Rn.

8. Seja F : R2 → R3 o mapa dado por (u, v, w) = F (x, y) = (x, y, xy). Compute F∗(∂/∂x|p),
para p ∈ R3, como combinação linear de ∂/∂u, ∂/∂v e ∂/∂w em F (p).

9. Seja f : M → N um mapa continuo tal que sua imagem esta contida numa subvariedade
regular S ⊂ N . Prove que f é suave respeito do atlas de subvariedade de S se e só se f é
suave como mapa em N .
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