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Sempre M, N vao ser variedades suaves(= C°), as vezes vamos denotar M"™ paran = dim M. Se achar que é necessario,
pode assumir que as variedades sdo conexas. Podem ser uteis os teoremas 5.27, 5.29 do Lee para simplificar que alguns
mapas sao suaves, podem usar sem provar. X(M) denota os campos vetorias sobre M.

1.
2.
3.

Sejam p,q,7 € R" com n >2e M =R"\ {p,q,r}. Calcular H},(M).
Calcule H*(R™\ {0})
Suponha que (V,w) é um espago vetorial com uma 2-forma nao degenerada, mostrar que:

(a) Existe uma base x1,¥s ..., 2Ty, y, de V tal que w(x;,y;) = 1 e todas as combinagoes restantes sao zero. Conclua
que w™ é um elemento de volume.

(b) Seja (M?",w) uma variedade simplética compacta, mostre que w™ define uma forma de volume.

(c) Suponha M compacta e sem bordo. Mostre que 0 # [w]¥ € H?*(M) para todo k=1,...,n.

(d) Conclua que S™ é simplética se e somente se, n = 2.
Dica para (a): usar indugdo em n. Repare que da para tomar uma espacie de "ortogonal simplético".
Mostre que

R 0<k=20<2n
k ny __ = ~
Hap(CP") = { 0 se nao

Comentéario: D4 para provar que CP" é uma variedade simplética, pelo exercicio 3 é de algim modo a variedade
compacta e simplética mais simples de todas.

Dizemos que uma cobertura por abertos {U, }ocr de M™ é dita boa se para qualquer intersegdo finita Uy, N...NU,,
é vazia ou difeomorfa a R"”. Uma variedade ¢ dita de tipo finito se existe uma cobertura boa e finita. Mostre que se
M™ ¢é de tipo finito, entdo dim(H%z(M)) < oo para todo k.

Dica: Defina My = Uf\il U; e mostre por indugao em N.

Comentario: Toda variedade compacta é de tipo finito. Da para provar usando geometria riemanniana chamando
U; uma cobertura por bolas (geodesicamente) convexas. A intersegdo de bolas convexas é convexa.

Suponha que M, N sao variedades compactas com bordo OM = P = dN. Mostre que:
X(M Uig N) = x(M) + x(N) = x(P)

Comentario: Veja o exercicio 7 da lista 7 para as definicoes dos objetos deste exercicio. Da para provar para
variedades de tipo finito, veja o exercicio 5.

Seja M™ conexa com n > 2, mostrar que i* : HXo (M) — HEL(M \ {p}) para 0 < k < n — 2 é um isomorfismo.
Mostrar que também ¢é valido para k =n — 1 se M é compacta orientada.

Sejam M7', M4 conexas com n > 2. Mostrar que H¥p(Mi#Ms) = Hb,(My) @ HYp(Ms) para 0 < k <n —1 e que
também é vélido para n — 1 se ambas sao compactas e orientaveis.

Mostre que:
(a) Suponha que M, N sdo variedades compactas sem bordo. Mostrar que:
X(M#N) = x(M) + x(N) = x(8")
(b) Calcule a caracteristica de Euler do toro com "¢ buracos", ¥, := T?# ... #T?, a soma conexa de g toros.

Comentario: Veja o exercicio 7 da lista 7 para as definicoes dos objetos deste exercicio. Da para provar para
variedades de tipo finito, veja o exercicio 5.



