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Sempre M, N vag ser variedades suaves(= C°°), as vezes vamos denotar M™ paran = dim M. Se achar que é necessario,
pode assumir que as variedades sao conexas. Podem ser uteis os teoremas 5.27, 5.29 do Lee para simplificar que alguns
mapas sao suaves, podem usar sem provar. X(M) denota os campos vetorias sobre M.

1. (Propriedades do grau) Sejam M, N, P variedades compactas e orientadas. Mostrar que:

(a) Se f1, f2: M — N sao homotopicos, entao deg(f1) = deg(f2).
(b) Se f: M — N e g: N — P suaves, entao deg(g o f) = deg(g) deg(f).
(¢) f:S™— S™ possui grau zero se nao for sobrejetiva.

2. Considere f : S — S2" suave. Mostrar que existe 2o € S?" tal que f(z0) = ¢ ou f(x¢) = —2¢. Conclua que todo
mapa f : RP?" — RP?" possui um ponto fixo.

3. Vamos mostrar o Teorema fundamental da algebra usando geometria.

(a) Se p € C[z] um polinomio, mostrar que existe uma tnica fungao suave P : CP! — CP! tal que:
P([z:1]) = [p(z) : 1] (extensdo de p)

(b) Seja P, : CP! — CP! o mapa associado ao polinomio p,(z) = 2". Mostrar que deg(P,) =n

(c) Seja ¢ € C[z] um polinomio de grau n e Q : CP! — CP! o mapa associado. Mostrar que Q e P, sdo
homotopicos. Conclua que deg(Q) = n.

(d) Conclua que ¢ possui um zero, isto é, existe zg € C tal que ¢(z9) = 0.
4. Seja N o polo norte de S™, M™ uma variedade compacta orientada e m € Z. Asuma que existe f : R™ — S™ suave,

que envia difeomorficamente a bola unitaria B1(0) em S™\ {N} e o complementar da bola unitaria é enviada no polo
norte N, f(B1(0)¢) = {N} (d& para construir usando bump functions). Construa F' : M™ — S™ tal que deg(F) = m.

Comentario: D4 para mostrar que F,G : M™ — S™ s@o homotopicos se, e somente se, deg(F') = deg(G) (Teorema
de Hopf).

5. (Five lemma) Considere o seguinte diagrama comutativo (todos sdo espagos vetoriais e todos sdo mapas lineares):

R W N o}
lfA fBl lfc lfD le
Ay —"— By —2— Cy —t Dy —" By

Suponha exatidao na dire¢ao horizontal nas duas filas (isto é, Im(f) = ker(g), Im(g) = ker(h), etc). Suponha que
fa, B, fp, fE sao isomorfismos. Mostre que fo é um isomorfismo.

Comentéario: é frequentemente usado quando A; = E; = 0, para sequencias exatas curtas.

6. C = (Cy,0,) & dita um complexo de cadeias, se C,, é um espaco vetorial (real), = 8, : C,, — C,_1 e 0% =

OnOp—1 = 0. Chamamos a n-ésima homologia de C e denotamos H,(C) = Ike(réan)). Os conceitos de exatidao,
m(0On+1

sequencia curta, etc, se generalizam analogamente. Mostre que:

(a) C* = (C,d,, = (Ony1)*) define um complexo de cocadeias.
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Figura 1: Um toro, veja que as curvas dos bordos estao identificadas como no quociente que define num toro, tem uma
terceira curva que divide o toro em dois triangulos

(b) Considere a figura 1, que representa um toro:
U,V representam as caras dos tridngulos que subdividem o toro, a, b, c representam tres curvas e v € um ponto
do toro. Considere os espagos vetoriais: Co cuja base é dade formalmente por {U, V'}, Cy cuja base formalmente
é dada por {a, b, c}, Cy cuja base formalmente ¢ dada por {v} e C,, = 0 para todo n # 0, 1, 2. Defina o operador
bordo como o operador linear 9, : C,, — Cp,_1 por 9, = 0 se n # 2, e definido nos elementos das bases
0 (U) =c—b—a, 02(L) = a — c+b. Mostre que isto define uma cadeia de complexos e calcular as dimensoes
das homologias.

Comentario: Veja que as bases das homologias induzidas podem ser pensadas como subvariedades do toro. Isto é
o que se chama homologia em topologia algébrica, conseguir representar algébricamente fenomenos topologicos ou
subvariedades que dizem informagao respeito nossa variedade. Para quem tiver interesse recomendo ver A-complexos
no Hatcher, este é um exemplo disso.

7. Sejam A*, B',C* (i = 1,2) complexos de co-cadeias e mapas entre co-cadeias tais que os seguintes diagramas sao

comutativos:
0 AL g T 0
W e e
0 LN SN 0

Mostrar que o seguinte mapa comuta:

-1

(o —— HL(CY) S HM(AY) s HY(BY) L HM(CY) —S HMHL(AY) —

[re n| e e 1

L —— HH () —s HM(A2) — B (B2) L HM(C?) — s HM (A2 — .
Onde estamos abusando de notagdo ao denotar pelo mesmo nome os mapas nas cadeias e nas cohomologias.

8. Sejam A = (An,da),B = (Bp,dp) dois complexos de cocadeias, considere C,, = @) _,(Ar @ By_1), definimos
de =d, : C, = Cp41 por:

de(ar @ bp_1) = dalar) @bp_k + (=1)Far @ dg(bn_r+1)

Para ay € Ay e by_i € B,— e estendido linearmente. Demostre que (C,d¢) é um complexo de cocadeias.
Comentério: C é usualmente denotado A® B

Comentéario: O teorema de Kiinneth relaciona as cohomologias do complexo C com as de A e B. As vezes temos
que H"(C) = @,_,(H*(A) ® H"*(B)), que pode ser interpretado geometricamente como a formula de Kiinneth
do exercicio 5 da lista 9.



