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Sempre M, N vao ser variedades suaves(= C'*°), as vezes vamos denotar M" paran = dim M. Se achar que é necessario,
pode assumir que as variedades sao conexas. Podem ser uteis os teoremas 5.27, 5.29 do Lee para simplificar que alguns
mapas sao suaves, podem usar sem provar. X(M) denota os campos vetorias sobre M.

1. Mostre que as seguintes variedades sao homotopicamente equivalentes

(a) R™ e um ponto {p}

(b) R**1\ {0} e S

(c) KP™\ {p} e KP"! (espagos projetivos para K = R, C)
(d) E com M onde E é um fibrado vetorial sobre M

Comentario: Veja que a equivaléncia homotopica é muito mais fraca do que difeomorfismo, pois podemos "diminuir"a
dimensao das variedades.

Comentario: O parte (d) mostra que a cohomologia de de Rham néao consegue distinguir fibrados vetoriais. A teoria
de classes caracteristicas permite associar, a cada fibrado, cohomologias de de Rham na base. Desta forma, os
distinguir e estudar propriedades interessantes que cada fibrado possua.

2. Sejam {M,},cr variedades diferenciais sem bordo (com I enumeravel e todas da mesma dimensao) e M = | |,.; M;,

a uniao disjunta das variedades. Mostre que:

i€l

13 (M) =[] Hin (M)

Como élgebras graduadas.
3. A cohomologia de de Rham com suporte compacto é um invariante homotopico?
4. Considere M™ compacta orientada sem bordo e mostre que:

(a) O operador I = Iy, : Q¥(M) x Q"=*(M) — R dado por:
= [ o
M

induz um mapa bilinear I : H%, (M) x Hjz"(M) — R (denotamos I por abuso de notagio)
(b) O operador induzido na cohomologia de de Rham ¢ bilinear e simétrico se n = 41 e k = 2 para algum [.

Comentéario: Lembrando que o sinal de um mapa bilinear é a diferenga entre a dimensao do maior subespago V'
positivo (I|yxy > 0) menos a dimensdo do maior subespago negativo (se o espago possui uma meétrica, isto coincide
com a diferenga do numero de autovalores positivios com o numero de autovalores negativos do mapa autoadjunto
induzido). Assim, definimos o sinal de M* como o sinal de I = I1 91, e I é um invariante topologico importante.

5. (Formula de Kiinneth) Sejam M™ e N™, o objetivo deste exercicio é relacionar as cohomologias de M, N com as de
M x N. Considere r : QF(M) x QY (N) — QF+(M x N) dado por k(w,n) = mfw A mn =: w An (abuso de notagdo).
Mostre que x induz um mapa

k: HY(M)® H(N) = H**'(M x N)
E assim um mapa & = i, : @, H*(M) @ H/(N) — H"(M x N).
Comentéario: O teorema de Kiinneth diz que, sob hipoteses simples adicionais nas varieades, o ultimo mapa é um
isomorfismo. Ainda mais forte:
k=EPr: H (M) H'(N) =) € H"(M) @ H'(N) — H*(M x N)
T r>0 k+l=r

E um isomorfismo de algebras graduadas. Talvez provaremos isso nas proximas listas.



6. (Bola cabeluda) Suponha que X € X(S™) é um campo tal que X, # 0 para todo p € S*. Mostre que:
(a) Verifique que A* : H7(S™) — H75(S™) é dado por A*[w] = (—1)" " [w]
(b) O mapa antipodal A : S — S™, A(z) = —x é homotopico ao mapa identidade I(z) = x.
(¢) Conclua que n é impar. (Lembrar que sabemos algo a respeito de mapas homotopicos).

Dica: Usando o vetor X, podemos definir um caminho: primeiro de p até X e depois de X até —p. As homotopias
podem ser pensadas como caminhos desde f(z) ate g(x) para todo x. Nao precisam se preocupar pela suavidade.

Comentério: Este exercicio mostra em particular que TS?" 2 S?* x R2™ como fibrados.
7. Considere M™ uma variedade conexa nao orientével. Defina M o recobrimento duplo orientado, isto é:
M = {(p,0,) : p € M, 0, orientacao de T,M}
Mostrar que:

(a) M é uma variedade orientavel.

(Lembrar, uma carta ¢ de M induz duas cartas em M, ¢; (x, 0,) = (o(z), [8%, e 8%"]) eacarta go(x, —0y) =

(W(x)v 7[%7 L) agn]))
(b) ¢ : M — M dado por ¢(p, 0,) = (p, —0,) é um difeomorfismo e 7 : M — M é um difeomorfismo local 2 a 1.

)

(c) Mostrar que @ € QF(M) ¢é da forma & = 7*w para alguma w € Q¥(M) se e somente se, ¢*(@) = @
)
)

(d) Mostre que H(M™) = 0.

(e) Mostrar que RP? ndo é homot6pico a nenhuma superficie compacta orientavel.
8. Neste exercicio vamos tentar analizar a cohomologia de de Rham de um grupo de Lie analizando sua &lgebra de Lie.

(a) Mostre que Q°*(G)L C Q*(G) ¢ um subcomplexo, isto ¢, d(Q*(G)EF) C Q*(G)F
(b) Considere Z*¥(M)E C Z¥(G) e B¥(M)E C B*(Q) as formas que sio invariantes pela esquerda. Defina:
Zk(G)L
Hijp(G)" = BYG)E
Mostre que i : QF(G)L — QF(G) a inclusio induz um mapa i : H5,(G)E — HEL(G).
(¢) Suponha que G é compacto. Mostrar que o mapa M do exercicio 6 da lista 8 também induz um mapa
M : HY(G) — HR(G)L e verifique que M o = I. Em particular i ¢ injetivo.
Comentéario: D4 para provar que i é bijetivo quando G é compacto.

Comentario: Veja que o exercicio 3 da lista 6 e a formula do exercicio 9 da lista 7, permite levar a cohomologia H(G)*
em termos puramente algébricos. De fato, dada uma algebra de Lie g, defina C*(0) = /\’c gted=d":CF@g) —
C*1(g) por (do)(Xo, ..., Xi) = Yocicjern(~1) 0 ([Xs, X;], Xo, .., Xiv ., Xj, .., Xp,). Temos que dod =0 e
chamamos de Cohomologia de Chevalley—Eilenberg por:

er k
@) = 0 B) = o

Pelo anterior, quando g ¢ a algebra de Lie de um grupo de Lie, H*(g) & H%,(G)E

9. Considere (M, (-,-)) uma variedade riemanniana compacta orientada. Definimos o operador de Laplace-Beltrani,
por A : QF(M) — QF(M) por A = dd* + d*d. Dizemos que w ¢ harmonica se Aw = 0 e denotamos por H*(M) o
conjunto das k—formas harmonicas. Mostre que:

(a) A = (d+ d*)? (consegimos escrever o operador laplaciano como o quadrado de um operador!)
(b) Veja que w é harmonica se e somente se dw = 0 e d*w = 0. Em particular est4d bem definido o mapa
i HE(M) = (M), i(w) = o]

Comentario: Existe um teorema muito importante chamado o teorema de Hodge, que diz que o mapa i : H* (M) —
Hko(M) é isomorfismo. Também é chamado teorema de Hodge uma versdo complexa deste resultado.



